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Pada skripsi ini dibahas analisis kontrol optimal model 
matematika kanker payudara dengan menggunakan dua kontrol yaitu 
pemberian pengobatan obat-anti kanker dan diet ketogenik. Kontrol 
optimal dilakukan dengan tujuan untuk memperkecil ukuran tumor 
dan menurunkan kadar hormon estrogen. Untuk menyelesaikan 
kontrol optimal model matematika kanker payudara, yang pertama 
akan dibuktikan eksistensi kontrol optimal pada model matematika 
kanker payudara tersebut. Selanjutnya, permasalahan kontrol optimal 
diselesaikan dengan menggunakan prisnsip Minimum Pontryagin. 
Penyelesaian numerik dilakukan menggunakan metode Sweep Maju-
Mundur untuk menunjukkan pengaruh dari kontrol tersebut dengan 
hasil yang lebih signifikan jika kedua kontrol dilakukan secara 
bersamaan, dibandingkan dengan penggunaan kontrol yang terpisah. 
   
Kata kunci : kontrol optimal, kanker payudara, diet ketogenik, prinsip 







OPTIMAL CONTROL OF BREAST CANCER 
MATHEMATICAL MODEL  
 
  ABSTRACT 
 
This paper discusses the analysis of the optimal control model 
of breast cancer using two controls, namely treatment anti-cancer and 
the ketogenic diet. Optimal control is done to reduce the size of tumor 
and reduce levels of the hormone estrogen. To complete optimal 
control of mathematical model of breast cencer, the first will be proven 
the existence of optimal control in the mathematical model. 
Furthermore, challenging optimal control using the Pontryagin’s 
Minimum principle. Numerical simulations were perfomed using the 
Forward-Reverse Sweep method to show changes in the control with 
more significant results if both controls were carried out 
simultaneously, compared to using complete controls. 
 
Keywords : optimal control, breast cancer, the ketogenic diet, 
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𝛼1 : laju pertumbuhan sel normal 
𝛼2 : laju  pertumbuhan sel tumor 
𝜇1 : laju kematian alami sel normal 
𝜇2 : laju kematian alami sel tumor 
𝜙1 : laju hambatan pada sel normal 
𝛾2 : laju kematian sel tumor akibat respon imun 
𝛾3 : laju hambatan sel imun ketika berinteraksi dengan sel 
tumor 
𝑠 : laju sumber sistem imun 
𝜀 : laju sumber estrogen 
𝜔 : laju ambang sistem imun 
𝜌 : laju respon sistem imun 
𝜇3 : laju penurunan alami sistem imun 
𝑘 : efesiensi obat anti-kanker 
𝛽 : suplemen untuk meningkatkan kekebalan tubuh 
𝜆1 : laju pembentukan tumor dari kerusakan DNA karena 
kelebihan estrogen 
𝜆3 : laju penekanan sistem imun karena kelebihan estrogen 
𝑔 : konstanta peluruhan 
𝜇4 : laju penurunan alami dari estrogen 
𝜇5 : laju kematian sel tumor akibat diet ketogenik  
𝑑 : laju konstan dari diet ketogenik  
‰ : perseribu 
ℝ+
4  : (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ ℝ, ∀𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3,4 
𝑖𝑛𝑓  : batas bawah terbesar 
𝑁𝑟(𝑝) : persekitaran dengan titik pusat 𝑝 dan jari-jari 𝑟 > 0, 






1.1 Latar Belakang 
Kanker adalah suatu kelompok penyakit di mana sel-sel 
membelah tidak terkendali, yaitu tumbuh lebih cepat daripada sel 
normal yang dapat menyebar ke bagian lain dari tubuh dengan proses 
yang disebut metastasis (Evans, 1991). Menurut World Healty 
Organization (2018), kanker merupakan penyebab kematian kedua di 
dunia dengan sekitar 9,6 juta kematian, dengan penyumbang terbesar 
yaitu kanker payudara sekitar 2,09 juta kasus di dunia pada tahun 
2018. Berdasarkan Pusat Data dan Informasi Kementrian Kesehatan 
RI (2015) menyatakan bahwa, kanker payudara juga termasuk 
penyakit kanker tertinggi di Indonesia pada tahun 2013 yaitu sebesar 
0,5‰ dibawah kanker serviks dengan 0.8‰.  
Kanker payudara adalah kondisi ketika sel kanker terbentuk di 
jaringan payudara. Tanda awal dari kanker payudara biasanya dengan 
terdapatnya benjolan pada payudara yang pada mulanya kecil 
kemudian tumbuh semakin membesar, dan ketika ditekan tidak terasa 
nyeri. Kanker payudara ini terjadi karena beberapa faktor, diantaranya 
usia menopause, usia kehamilan pertama, dan yang paling utama dalah 
kadar estrogen yang membantu proses perkembangan jaringan 
payudara. Selain itu, pola hidup juga menjadi faktor yang 
mempengaruhi perkembangan sel tumor diantaranya aktivitas fisik, 
riwayat merokok, tingkat stress, obesitas, dan pola makan (Hurlbert- 
Williams dkk., 2014).  Adapun terdapat beberapa cara untuk 
menghambat kanker payudara yang sudah umum dilakukan 
diantaranya yaitu, pemberian obat anti-kanker, pembedahan, 
kemoterapi, terapi radiasi, terapi hormonal, hipertermia dan terapi 
target (Allen dkk., 2014). Proses terapi tersebut dapat menimbulkan 
efek samping bagi tubuh si penderita misalnya, rambut rontok, 
muntah, mual dan kelelahan. Efek samping ini muncul akibat dalam 
prosesnya, terapi tidak dapat membedakan antara sel normal dan sel 
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tumor, sehingga proses terapi ini dapat membunuh kedua sel tersebut 
(WHO, 2014). Dilihat dari efek samping yang ditimbulkan terdapat 
cara lain yang dapat dijadikan alternatif penyembuhan kanker yaitu 
dengan melakukan diet, dimana cara tersebut tidak memiliki efek 
samping yang dapat merugikan si penderita. 
Beberapa peneliti seperti Gilbert dkk. (2000), Westman dkk. 
(2008), dan Allen dkk. (2014) meneliti diet sebagai terapi yang 
membantu proses penyembuhan kanker, salah satu contohnya adalah 
diet ketogenik. Diet ketogenik merupakan metode untuk mengaturan 
pola makan dengan mengonsumsi lemak dengan kadar tinggi dan 
kadar karbohidrat yang sangat rendah. Kondisi ini diperlukan untuk 
meminimalisir terbentuknya glukosa yang dihasilkan karbohidrat, 
dimana glukosa merupakan energi untuk kanker dapat berkembang 
dan menyebar (Allen dkk. 2014). Oleh karena itu, diet ketogenik  
berguna untuk membantu proses penyembuhan kanker dengan 
menurunkan kadar glukosa dalam darah yang menyebabkan sel-sel 
kanker mengalami pelemahan.  
Kondisi tersebut dapat ditransformasikan dalam model 
matematika yang dibentuk dengan menggunakan asumsi – asumsi 
yang ada. Beberapa ahli yang sudah menggunakan model matematika 
untuk penyakit kanker sebagai penelitiannya adalah De Pillis dan 
Radunskaya pada 2001 yaitu meneliti sebuah model matematika untuk 
penyakit tumor dengan pengaruh imun dan terapi obat, empat tahun 
selanjutnya penelitian dilanjutkan oleh De Pillis dkk. dengan 
memvalidasi respon imun yang berpengaruh atas perkembangan sel 
tumor. Sedangkan  model kanker payudara dengan efek estrogen pada 
dinamika kanker payudara diteliti oleh Mufudza dkk. pada tahun 2012.  
Pada skripsi ini dibahas model matematika kanker payudara 
yang mengacu pada artikel Oke dkk. (2018) dengan variabel diet 
ketogenik  dan obat anti-kanker sebagai kontrol atau terapi pada sel 
tumor. Selanjutnya, dengan menganalisis dan menerapkan kontrol 
optimal pada model akan diketahui dampak dari diet ketogenik dan 
obat anti-kanker sebagai pengobatan pada sel tumor. Untuk 
mendapatkan kondisi yang diperlukan dari kontrol yang optimal 
penyakit kanker tersebut, maka pada skripsi ini digunakan prinsip 
3 
 
Minimum Pontryagin dalam menentukan strategi mengendalikan 
metastasis sel tumor. Penyelesaian numerik dilakukan menggunakan 
aplikasi MATLAB untuk menginterpretasi hasil analisis model kanker 
payudara. 
1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang, maka rumusan masalah dalam 
skripsi ini adalah sebagai berikut: 
1. Bagaimana model matematika kanker payudara dengan diet 
ketogenik dan obat anti-kanker sebagai kontrol? 
2. Bagaimana analisis eksistensi kontrol optimal pada model 
matematika kanker payudara dengan diet ketogenik dan obat 
anti-kanker sebagai kontrol? 
3. Bagaimana penyelesaian kontrol optimal model matematika 
kanker payudara dengan diet ketogenik dan obat anti-kanker 
sebagai kontrol? 
4. Bagaimana penyelesaian numerik model matematika kanker 
payudara? 
1.3 Tujuan Penelitian 
Dari rumusan masalah tersebut, tujuan dari skripsi ini adalah 
sebagai berikut: 
1. Mengkontruksi model matematika penyebaran kanker 
payudara dengan diet ketogenik dan obat anti-kanker sebagai 
kontrol. 
2. Membahas analisis eksistensi kontrol optimal pada model 
matematika kanker payudara dengan diet ketogenik dan obat 
anti-kanker sebagai kontrol. 
3. Menyelesaian kontrol optimal model matematika penyebaran 
kanker payudara dengan diet ketogenik dan obat anti-kanker 
sebagai kontrol. 
4. Menginterpretasi hasil penyelesaian numerik model 









2.1 Persamaan Diferensial  
Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu 
atau lebih turunan dari fungsi yang tak diketahui. Berdasarkan 
banyaknya variabel bebas dari fungsi yang tidak diketahui, persamaan 
diferensial dibedakan menjadi dua yaitu persamaan diferensial biasa 
dan persamaan diferensial parsial. Persamaan diferensial biasa adalah 
persamaan diferensial yang hanya bergantung pada satu variabel 
bebas. Sementara itu, persamaan diferensial parsial adalah persamaan 
diferensial dengan variabel tak bebasnya bergantung pada lebih dari 
satu variabel bebas. Tingkat dari turunan tertinggi dalam persamaan 
diferensial disebut orde. Secara umum, persamaan diferensial biasa 
orde n berbentuk  
 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑥′ , … , 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑡) , (2.1) 
dengan variabel bebas t, variabel tak bebas x, dan 𝑥𝑛  menyatakan 
turunan ke n dari x terhadap t. Persamaan diferensial biasa dibedakan 
menjadi dua, yaitu persamaan diferensial biasa linear dan persamaan 
diferensial biasa nonlinear. Persamaan diferensial biasa dikatakan 
linear jika 𝐹 pada persamaan (2.1) merupakan fungsi linear dari 
variabel  𝑥, 𝑥′ , … , 𝑥𝑛 . Bentuk umum dari persamaan diferensial biasa 
linear orde 𝑛 sebagai berikut  
 𝑎0(𝑡)𝑥
𝑛 + 𝑎1(𝑡)𝑥
𝑛−1 + …+ 𝑎𝑛(𝑡) = 𝑔(𝑡), 
(2.2) 
dimana 𝑎0  ≠ 0. Jika 𝑔(𝑡) = 0 maka disebut persamaan diferensial 
biasa linear homogen, tetapi jika 𝑔(𝑡)≠0 maka disebut persamaan 
diferensial biasa linear nonhomogen. Persamaan diferensial biasa 
nonlinear adalah persamaan diferensial biasa yang tidak memenuhi 
persamaan (2.2). 
Sistem persamaan diferensial biasa berdimensi 𝑛 merupakan 
sistem yang terdiri dari 𝑛 persamaan diferensial biasa dengan 𝑛 fungsi 
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yang tidak diketahui serta 𝑛 ≥ 2. Bentuk umum sistem persamaan 




= 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑡),
𝑑𝑥2
𝑑𝑡




= 𝑓1(𝑥1 , 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑡).
  (2.3) 
(Boyce dan DiPrima, 2012) 
2.2 Teori Kontrol Optimal 
Tujuan dari kontrol optimal adalah menentukan hasil yang 
paling optimal dengan kondisi dan kendala yang ada. Pada masalah 
kontrol optimal dalam persamaan diferensial biasa digunakan 𝑢(𝑡) 
sebagai kontrol dan 𝑥(𝑡) sebagai state. Variabel state tersebut 
memenuhi persamaan diferensial yang dipengaruhi oleh variabel 
kontrol dan dinyatakan dengan 
𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)).  
Masalah kontrol optimal yaitu menentukan 𝑢∗(𝑡) diantara 
𝑢(𝑡)  dan variabel state terkait 𝑥(𝑡) sehingga memberikan nilai 
optimal pada fungsi tujuan dengan 𝑡1 merupakan waktu akhir. 
Formulasi masalah kontrol optimal dengan fungsi tujuan 
diberikan sebagai berikut: 
 𝐽(𝑢) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))
𝑡1
0





= 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)),  
𝑥(0) =  𝑥0 dan 𝑥(𝑡1) = bebas, 
(2.5) 
state yang optimal dinotasikan dengan 𝑥∗(𝑡) yang diperoleh dengan 
mensubstitusikan 𝑢∗(𝑡) yang merupakan variabel kontrol optimal ke 
dalam persamaan state (2.4). 
 ( Lenhart dan Workman, 2007) 
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2.2.1 Syarat Perlu Kontrol Optimal 
Teknik utama untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal 
adalah menentukan syarat perlu yang memenuhi kondisi optimal dan 
state. Syarat perlu yang diusulkan oleh Pontryagin pada tahun 1950 
disebut sebagai fungsi adjoint. Fungsi adjoint digunakan untuk 
menambahkan persamaan diferensial pada fungsional objektif. 
Didefinisikan 𝑢∗(𝑡) adalah variabel kontrol optimal dari 𝑢(𝑡), 
dengan 𝑥∗(𝑡) adalah persamaan state 𝑥(𝑡) yang optimal untuk 
masalah (2.4) dan (2.5). Selanjutnya didefinisikan variabel kontrol lain 
dengan bentuk  
𝑢𝜖(𝑡) = 𝑢∗(𝑡) + 𝜖ℎ(𝑡), 
dengan ℎ(𝑡) adalah fungsi variasi dan 𝜖 ∈  ℝ adalah konstan. Misal 
𝑥𝜖(𝑡) adalah variabel state yang bersesuaian untuk 𝑢𝜖(𝑡), maka 




= 𝑔(𝑡, 𝑥𝜖 , 𝑢𝜖), 
 
dengan 𝑢𝜖  adalah fungsi kontinu. Ketika 𝑥𝜖(t) dan 𝑥(𝑡) dimulai dari 
titik awal yang sama 𝑥𝜖(𝑡0) = 𝑥0, maka berlaku 𝑢
𝜖(𝑡) → 𝑢∗(𝑡) untuk 








Turunan tersebut berlaku juga pada 𝑥, maka dapat dituliskan 𝑥𝜖(𝑡) →






Untuk hasil dari turunan 𝑥𝜖(𝑡) terhadap 𝜖 tidak digunakan dalam 




Dengan demikian, fungsi tujuan yang bersesuaian dengan 
fungsi variasi dan kontrolnya adalah 
 𝐽(𝑢𝜖(𝑡)) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥𝜖(𝑡),𝑢𝜖(𝑡))
𝑡1
𝑡0
 𝑑𝑡.  (2.6) 
Setelah itu, diberikan variabel tambahan yang dinotasikan dengan 𝜃 








𝜖(𝑡1) −  𝜃(𝑡0)𝑥
𝜖(𝑡0),  









𝜖(𝑡1) +  𝜃(𝑡0)𝑥
𝜖(𝑡0), = 0.    (2.7) 
 
Tanpa mengubah nilai fungsional objektif, persamaan (2.7) 
disubtitusikan ke dalam fungsi tujuan (2.6) maka diperoleh 
𝐽(𝑢𝜖(𝑡))   











𝜖(𝑡1) +  𝜃(𝑡0)𝑥
𝜖(𝑡0),   




+ 𝜃(𝑡) 𝑔(𝑡, 𝑥𝜖(𝑡), 𝑢𝜖(𝑡)) ] 𝑑𝑡 −  𝜃(𝑡1)𝑥
𝜖(𝑡1) +  𝜃(𝑡0)𝑥
𝜖(𝑡).  
 
Nilai optimum 𝐽(𝑢𝜖(t))  terhadap variabel kontrol 𝑢(𝑡) 
adalah 𝑢∗(𝑡), nilai tersebut didapatkan jika turunan 𝐽(𝑢𝜖(t)) 
terhadap 𝜖 adalah 0. Secara matematis dituliskan sebagai berikut  









,                (2.8) 









































,                         (2.9) 
dimana 𝑓𝑥 , 𝑓𝑢 , 𝑔𝑥 , 𝑔𝑢 adalah fungsi untuk ( 𝑡, 𝑥
∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡) ). 
Persamaan (2.9) dapat disederhanakan dengan memilih 






hilang. Dengan demikian, dipilih persamaan adjoint dan nilai batas 
yang memenuhi yaitu 
𝜃′(𝑡) =  −(𝑓𝑥 +  𝜃(𝑡)𝑔𝑥), (2.10) 
dan nilai batas yang disebut kondisi transversal yaitu  
 
 𝜃(𝑡1) = 0.                                        (2.11)     
 
Setelah menyubstitusikan persamaan (2.10) dan (2.11) kedalam 
persamaan (2.9), maka persamaan (2.9) menjadi 
 
0 = ∫ (𝑓𝑢 +  𝜃(𝑡)𝑔𝑢)
𝑡1
𝑡0
ℎ(𝑡) 𝑑𝑡,   
karena ℎ(𝑡) adalah sebarang fungsi, maka dapat dipilih nilai ℎ(𝑡) 
sebagai berikut  





0 =  ∫ (𝑓𝑢 +  𝜃(𝑡)𝑔𝑢)
2𝑡𝑓
𝑡0
 𝑑𝑡.                      (2.12) 
 
Persamaan (2.12) tersebut memperlihatkan kondisi optimal, yaitu 
 
(𝑓𝑢 +  𝜃(𝑡)𝑔𝑢) = 0 untuk setiap 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1 . 
 
Persamaan adjoint, kondisi transversal, dan kondisi optimal 
merupakan syarat perlu kontrol optimal, dan syarat perlu ini dapat 
dibangkitkan oleh fungsi Hamilton. 
(Lenhart dan Workman, 2007) 
2.2.2 Fungsi Hamilton 
Fungsi Hamilton dalam masalah kontrol optimal melibatkan 
variabel costate dinotasikan dengan θ(𝑡) yang didefinisikan sebagai 
berikut. 
𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜃) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) + 𝜃(𝑡)𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢),           (2.13) 
dimana 𝑓 adalah integral dari fungsi tujuan yang dioptimalkan (2.4) 
dan 𝑔 adalah persamaan state. Fungsi Hamilton dinotasikan dengan 𝐻 
yang memuat empat variabel  yaitu waktu 𝑡, kontrol 𝑢, state 𝑥, dan 
costate 𝜃.   
(Lenhart dan Workman, 2007) 
2.2.3 Prinsip Minimum Pontryagin 
Prinsip Minimum Pontryagin digunakan untuk mencari solusi 
optimal dengan menentukan kontrol 𝑢 yang dapat meminimalkan 
fungsi tujuan (2.4) kedalam masalah meminimalkan fungsi Hamilton 
(2.13) pada saat t.  
Berdasarkan persamaan (2.5) dan (2.13), persamaan state (𝑥) 





𝜕𝐻( 𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜃)
𝜕𝜃




Sebaliknya variabel costate (θ ) tidak tampak pada persamaan (2.5) 
tetapi variabel tersebut muncul sebagai bagian dari persamaan (2.13) 
yang hanya berfungsi sebagai kondisi optimasi. Persamaan costate 




=  − 




Adanya dua turunan 𝑥′ = 𝑑𝑥 𝑑𝑡⁄   dan 𝜃′ = 𝑑𝜃 𝑑𝑥⁄  diperlukan 
dua kondisi batas dalam menentukan solusi optimal. Jika diberikan 
nilai awal (0) dan nilai akhir (𝑡1), dapat ditentukan secara langsung 
nilai (𝑡) dan 𝜃(𝑡). Jika tidak diberikan kondisi akhir, maka diberikan 
pengganti kondisi transversal yaitu 𝜃(𝑡𝑓) = 0.  
Prinsip Minimum Pontryagin yang digunakan untuk masalah 
kontrol optimal pada persamaan (2.4) dan (2.5) berdasarkan fungsi 
Hamilton (2.13) dapat dinyatakan dalam beberapa komponen, yaitu 
i. 𝐻( 𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜃) ≥  𝐻( 𝑡, 𝑥∗,  𝑢∗, 𝜃) ∀𝑡 ∈ [ 𝑡0 , 𝑡1],  
ii.  𝑥′(𝑡) =  
𝜕𝐻( 𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜃)
𝜕𝜃
, persamaan state,    (2.16) 
iii. 𝜃′(𝑡) = −
𝜕𝐻( 𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜃)
𝜕𝑥
, persamaan costate,  
iv. 𝜃(𝑡1) = 0, kondisi transversal.  
Selanjutnya meminimalkan fungsi Hamilton terhadap variabel 
u  diperoleh dengan menurunkan fungsi Hamilton terhadap 𝑢 dengan 




= 0 , 
(2.17) 
persamaan (2.17) merupakan kondisi stasioner. Jika batas diberikan 
pada variabel kontrol optimal  𝑢∗ yaitu 𝑎 ≤  𝑢∗(𝑡) ≤ 𝑏 maka kondisi 











𝑢 =  𝑎,    
                 
𝑎 ≤ 𝑢 ≤ 𝑏,
           













> 𝑏,  
                  (Lenhart dan Workman, 2007) 
2.2.4 Kontrol Optimal untuk Beberapa Variabel 
Model matematika dengan satu variabel kontrol dan satu 
variabel state dapat dikembangkan dengan mudah kedalam kontrol 
optimal dengan beberapa variabel kontrol dan state, yang dapat ditulis 
dalam bentuk vektor sebagai berikut 
 ?⃗?(𝑡) = [𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡)], 
 ?⃗⃗?(𝑡) = [𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡), … , 𝑢𝑚(𝑡)], 
   𝑥0⃗⃗⃗⃗⃗⃗   = [ 𝑥10 , 𝑥20, … , 𝑥𝑛0], 
 𝑔⃗⃗⃗⃗ (𝑡, ?⃗?(𝑡), ?⃗⃗?(𝑡)) = [𝑔1(𝑡, ?⃗?(𝑡), ?⃗⃗?(𝑡)), … , 𝑔𝑛 (𝑡, ?⃗?(𝑡), ?⃗⃗?(𝑡))]. 
 
Masalah kontrol optimal dengan 𝑛 variabel state dan 𝑚 
variabel kontrol, didefinisikan sebagai berikut  
 
𝐽(?⃗⃗?) = ∫ 𝑓(𝑡, ?⃗?(𝑡), ?⃗⃗?(𝑡))
𝑡1
𝑡0
 𝑑𝑡,  (2.19) 
dengan kendala 
?⃗?′(𝑡) =  ?⃗?(𝑡, ?⃗?(𝑡), ?⃗⃗?(𝑡)), (2.20) 
dan nilai awal ?⃗?′(𝑡0) =  𝑥0⃗⃗⃗⃗⃗.  
 Diasumsikan 𝑢∗⃗⃗⃗⃗⃗(𝑡) adalah vektor fungsi kontrol yang optimal 
sebanyak 𝑚 dan ?⃗?(𝑡) adalah vektor variabel state yang optimal 
sebanyak 𝑛. Oleh karena itu, diberikan variabel costate sebanyak 𝑛, 




𝜃(𝑡) = [𝜃1(𝑡), 𝜃2(𝑡), … , 𝜃𝑛(𝑡)], 
 
dimana setiap 𝜃𝑖(𝑡) adalah variabel adjoint untuk variabel costate 
untuk 𝑥𝑖(𝑡).  
 Fungsi Hamilton pada masalah kontrol optimal dengan 
beberapa variabel didefinisikan sebagai berikut  





sehingga, dengan menggunakan prinsip Minimum Pontryagin untuk 
masalah kontrol optimal (2.19) dan (2.20) berdasarkan fungsi 





= 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑚, kondisi stasioner, 
ii. 𝑥𝑖
′(𝑡) =  
𝜕𝐻
𝜕𝜃𝑖





, persamaan costate, 
iv.  𝜃𝑖(𝑡1) = 0, kondisi transversal, 
dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. 
Jika batas diberikan pada kontrol  𝑢𝑘
∗ dan 𝑎𝑘 ≤ 𝑢𝑘 ≤ 𝑏𝑘 maka 








𝑢𝑘 = 𝑎𝑘 ,    
                 
𝑎𝑘 ≤ 𝑢𝑘 ≤ 𝑏𝑘 ,
           















< 𝑏𝑘 . 
 
(Lenhart dan Workman, 2007) 
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2.3 Model Matematika Kanker Payudara 
Pada skripsi ini model matematika kanker payudara yang 
digunakan merujuk artikel Oke dkk. (2018). Model dibagi menjadi 
subpopulasi sel-sel jaringan payudara manusia pada suatu periode 
waktu tertentu 𝑃(𝑡). Terdapat empat subpopulasi, yaitu subpopulasi 
sel-sel normal diwakili oleh 𝑁(𝑡), subpopulasi sel tumor diwakili oleh  
𝑇(𝑡), subpopulasi respons imun diwakili oleh 𝑀(𝑡) dan subpopulasi 














= 𝑁𝛼1 − 𝜇1𝑁
2 − 𝜙1𝑁𝑇 − ( 1 − 𝑘 )𝜆1𝑁𝐸,                                      
𝑑𝑇
𝑑𝑡
= 𝑇(𝛼2𝑑 − 𝜇2𝑇) − 𝛾2𝑀𝑇 − 𝜇5𝑇 + ( 1 − 𝑘 )𝜆1𝑁𝐸,                        
𝑑𝑀
𝑑𝑡
= 𝑠𝛽 + 
𝜌𝑀𝑇
𝜔 + 𝑇
− 𝛾3𝑀𝑇 − 𝜇3𝑀− (( 1 − 𝑘 )
𝜆3𝑀𝐸
𝑔 + 𝐸
),                     
𝑑𝐸
𝑑𝑡
= ( 1 − 𝑘 )𝜖 − 𝜇4𝐸 ,                                                                                 
𝑃(𝑡) = 𝑁(𝑡) + 𝑇(𝑡) + 𝑀(𝑡) + 𝐸(𝑡),                                                          
 
 (2.22) 
2.3.1 Laju Perubahan Subpopulasi Sel Normal 𝑵(𝒕)  
Laju perubahan subpopulasi sel normal 𝑁(𝑡) terhadap waktu 𝑡 




= 𝑁𝛼1 − 𝜇1𝑁
2 − 𝜙1𝑁𝑇 − ( 1 − 𝑘 )𝜆1𝑁𝐸.               (2.23) 
 
Suku pertama merupakan laju pertumbuhan alami 𝛼1dari sel-sel 
normal, yang merupakan jaringan payudara dari sel-sel epitel. Suku 
kedua menunjukkan laju kematian alami sel normal 𝜇1. Suku ketiga 
𝜙1 menunjukkan laju di mana sel-sel normal terhambat karena 
perubahan dalam DNA yang terjadi akibat dari pertumbuhan sel 
kanker yang tidak terkontrol. Suku terakhir menggambarkan tindakan 
gen yang menjadi faktor kontribusi atas pengaruh estrogen terhadap 
15 
 
sel kanker, dimana dalam kondisi ini mengakibatkan kerusakan DNA. 
Dengan demikian, akan ada pengurangan populasi sel normal yang 
diubah menjadi sel tumor oleh 𝜆1 𝑁𝐸 dengan 𝜆1 mewakili laju 
pembentukan tumor yang dihasilkan dari mutasi DNA akibat dari 
adanya kelebihan estrogen. Namun, (1 − 𝑘) mewakili efektivitas obat 
anti-kanker yang akan menghambat laju pertumbuhan kanker. 
2.3.2 Laju Perubahan Subpopulasi Sel Tumor 𝑻(𝒕)  
Laju perubahan subpopulasi sel tumor 𝑇(𝑡) terhadap waktu 𝑡 




= 𝑇(𝛼2𝑑 − 𝜇2𝑇) − 𝛾2𝑀𝑇 − 𝜇5𝑇 + ( 1 − 𝑘 )𝜆1𝑁𝐸 
 
Suku pertama dari persamaan adalah pertumbuhan terbatas 
untuk sel-sel tumor yang tergantung pada laju parameter 𝑑 (diet 
ketogenik). Meskipun, jika 𝑑 =  0 sel-sel tumor secara otomatis 
diberantas, sel-sel tumor akan selalu ada setiap mutasi DNA yang 
disebabkan oleh kelebihan estrogen dengan 𝜆1NE.  Suku kedua 𝜇2 
adalah kematian alami sel tumor. Suka ketiga 𝛾2 adalah laju di mana 
sel-sel tumor dikeluarkan karena efektivitas respon imun dan 𝜇5 
adalah sebagai laju kematian akibat dari kelaparan tumor akibat 
kekurangan glukosa dari sistem tubuh selama diet ketogenik. 
2.3.3 Laju Perubahan Subpopulasi Sel Imun 𝑴(𝒕)  
Laju perubahan subpopulasi sel imun 𝑀(𝑡) terhadap waktu 𝑡 




= 𝑠𝛽 + 
𝜌𝑀𝑇
𝜔 + 𝑇
− 𝛾3𝑀𝑇 − 𝜇3𝑀 −(( 1 − 𝑘 )
𝜆3𝑀𝐸
𝑔 + 𝐸
).   
Parameter 𝑠 menunjukkan laju sumber respon imun yang 





(suplemen tambahan) untuk membantu respon kekebalan dalam 
mengaktifkan respon imun melawan sel tumor setiap kali sel tumor 
mengalahkan sistem imun. Suku berikutnya merupakan pertumbuhan 
nonlinier untuk respon imun dimana 𝜌 adalah laju respon imun dan 𝜔 
adalah ambang sistem imun. 𝛾3 sebagai laju di mana respon imun tidak 
aktif ketika berinteraksi dengan sel tumor sementara 𝜇3 mewakili laju 
penurunan alami sistem imun. Suku terakhir menjelaskan di mana 
estrogen menekan aktivasi sistem imun, dan 𝜆3 adalah laju penekanan 
kekebalan akibat kelebihan estrogen dan 𝑔 adalah ambang estrogen. 
2.3.4 Laju Perubahan Subpopulasi Estrogen  𝑬(𝒕)  
Laju perubahan subpopulasi estrogen  𝐸(𝑡) terhadap waktu 𝑡 




= ( 1 − 𝑘 )𝜀 − 𝜇4𝐸.                                     
 
Laju pembentukan estrogen (𝜀). Diasumsikan bahwa sebagain 
besar sel tumor adalah reseptor estrogen positif dan hanya sebagian 
kecil sel epitel adalah reseptor estrogen positif yang dapat diblokir 
oleh obat anti-kanker (1 −  𝑘) dengan 𝜇4 adalah laju penurunan 
hormon estrogen secara alami dari dalam tubuh.  
2.4 Titik Kesetimbangan dan Angka Reproduksi Dasar 
2.4.1 Titik Kesetimbangan Endemik 
Titik kesetimbangan dapat diklasifikasikan menjadi dua yaitu 
titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik 
penyakit. Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah kesetimbangan 
saat kelas terinfeksi nol atau saat penyakit tidak menyebar dalam 
populasi. Titik kesetimbangan endemik penyakit adalah titik 
kesetimbangan saat kelas terinfeksi tidak nol atau saat penyakit 
menyebar dalam populasi. 




















Pada model matematika kanker payudara sesuai persamaan 




∗),  dengan seluruh 















2.4.2 Angka Reproduksi Dasar 
Angka reproduksi dasar (ℛ0) merupakan jumlah rata-rata kasus 
yang disebabkan oleh satu individu terinfeksi selama masa 
terinfeksinya dalam keseluruhan populasi. Oleh karena itu, angka 
reproduksi dasar dapat digunakan untuk mengetahui apakah suatu 
penyakit menyebar atau tidak dalam suatu populasi. 
Jika ℛ0 < 1, suatu model mencapai titik keseimbangan bebas 
penyakit dan mencapai kestabilan asimtotik secara umum, sehingga 
penyakit tidak akan menyebar dan perlahan menghilang. Jika ℛ0 > 1, 
maka rata-rata penyakit baru yang dihasilkan dalam satu periode 
penyakit adalah lebih dari satu, sehingga penyakit dapat menyebar. 
Suatu penyakit yang menyebar dapat dikendalikan dengan 
memberikan kontrol, sehingga dapat dicari kontrol optimal dari 
penyakit tersebut. 
(Driessche dan Watmough, 2002) 
 
Angka reproduksi dasar (ℛ0) untuk model matematika kanker 
payudara pada persamaan (2.22) menggunakan persamaan ℛ0 yang 

























∗ + 𝛼2𝜆3𝑑𝜀(1 − 𝑘)
2 − 𝛾2𝑠𝛽𝜓
∗ − 𝜇5𝜇3𝜓
∗ − 𝜇5𝜆3𝜀(1− 𝑘)
2
𝜇3𝜓∗ + (1 − 𝑘)2𝜀𝜆3
, 
𝜓∗ = 𝑔𝜇4 + (1 + 𝑘)𝜀. 
 
2.5 Eksistensi Kontrol Optimal  
Untuk membahas eksistensi kontrol optimal, dikenalkan 
pengertian ukuran Lebesgue. Ukuran tersebut digunakan untuk 
memastikan himpunan kontrol tersebut tetap dalam bilangan real dan 
dapat diintegralkan dalam fungsi tujuan. Sebelum membahas tentang 
ukuran Lebesgue menurut Jain dkk. (2012)  diperkenalkan  himpunan 
bilangan real yang diperluas, ukuran, ukuran luar dan terukur. 
 
Definisi 2.5.1. ( Himpunan Bilangan Real yang diperluas ) 
Himpunan bilangan real yang diperluas adalah gabungan himpunan 
bilangan real dengan himpunan {−∞,+∞}.  
 
Definisi 2.5.2. ( Ukuran ) Fungsi 𝑚 yang memetakan setiap himpunan 
𝑈 pada bilangan real yang diperluas non-negatif disebut Ukuran 
kemudian ditulis dengan 𝑚(𝑈) yang memiliki sifat-sifat dibawah ini: 
a. 𝑚(𝑈) = 𝑙(𝑈), 𝑙(𝑈) panjang dari 𝑈 untuk suatu interval, 
b. jika {𝑈𝑖} adalah barisan dari himpunan yang saling asing maka 
𝑚(⋃ 𝑈𝑖
∞
𝑖=1 ) = ∑ 𝑚(𝑈𝑖)
∞
𝑖=1 . Sifat tersebut disebut countable 
additivity, 
c. 𝑚(𝑈 + 𝑦) = 𝑚(𝑈), dengan 𝑦 adalah bilangan tetap yang 





Definisi 2.5.3. ( Ukuran Luar ) Ukuran luar 𝑈 didefinisikan dengan 
memisalkan 𝑈 ⊆  ℝ suatu himpunan bagian, dan (𝐼𝑖)𝑖∈ℕ  adalah 
interval terbuka yang saling asing dikatakan menyelimuti 𝑈 apabila 
𝑈 ⊆ ⋃ 𝐼𝑖𝑖∈ℕ . Ukuran luar 𝑈 dapat ditulis sebagai berikut 
 
𝑚∗(𝑈) = 𝑖𝑛𝑓 {∑|𝐼𝑖|:
𝑖∈ℕ
(𝐼𝑖)𝑖∈ℕ menyelimuti 𝑈}. 
 
Ukuran 𝑚∗(𝑈) disebut ukuran luar (atau Lebesgue outer measure), 
dengan memiliki sifat-sifat sebagai berikut 
a. 𝑚∗(𝑈) ≥ 0, untuk setiap himpunan U. 
b. 𝑚∗(∅) = 0. 
c. Jika diberikan himpunan U dan A dengan  𝐴 ⊂ 𝑈 maka,    
𝑚∗(𝐴) ≤ 𝑚∗(𝑈). 
d. 𝑚∗(𝑈) = 0, untuk setiap himpunan yang terdiri dari satu anggota. 
e. fungsi 𝑚∗ bersifat translasi invarian artinya 𝑚∗(𝑈 + 𝑥) =  𝑚∗(𝑈) 
dengan U dan 𝑥 ∈  ℝ. 
f. jika {𝑈𝑖} adalah barisan himpunan bilangan real maka 
𝑚(⋃ 𝑈𝑖
∞
𝑖=1 ) ≤ ∑ 𝑚(𝑈𝑖)
∞
𝑖=1 . Sifat tersebut disebut countable 
subadditivity. 
 
Definisi 2.5.4. ( Terukur ) Suatu himpunan 𝑈 dikatakan terukur, jika 
untuk setiap 𝐴 ⊆  ℝ  berlaku 
𝑚∗(𝐴) = 𝑚∗(𝐴 ∩ 𝑈) +𝑚∗(𝐴 ∩ 𝑈𝑐) . 
Menurut definisi 2.5.3 bahwa 𝑚∗ memiliki sifat countable 
subadditivity, sehingga untuk membuktikan bahwa himpunan 𝑈 
terukur hanya perlu membuktikan 
𝑚∗(𝐴) ≥ 𝑚∗(𝐴 ∩ 𝑈) +𝑚∗(𝐴 ∩ 𝑈𝑐) . 
Definisi 2.5.4. (Ukuran Lebesgue ) Koleksi semua himpunan terukur 
dalam ℝ disebut koleksi 𝑀. Diketahui fungsi 𝑚:𝑀 → ℝ+ = [0,+∞). 
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Jika untuk setiap 𝑈 ∈ 𝑀 dan 𝑚(𝑈) = 𝑚∗(𝑈), maka 𝑈 dikatakan 
ukuran Lebesgue (Lebesguemeasure). 
Selanjutnya dibahas definisi dari Hernadi (2015) tentang titik 
limit dan himpunan tertutup, sebelum membahas himpunan konveks 
dan fungsi konveks menurut Lenhart dan Workman (2007). 
Definisi 2.5.5. (Titik Limit) Misalkan 𝐸 adalah himpunan bagian dari 
ℝ. Titik 𝑝 dikatakan titik limit 𝐸 jika setiap 𝑟 > 0 maka berlaku  
𝑁𝑟(𝑝) ∩ 𝐸 − {𝑝} ≠ ∅. 
Contoh 2.5.6. Diberikan himpunan 𝐴 = [𝑎, 𝑏), buktikan b adalah titik 
limit dari A. 
Bukti : Ambil 𝑟 > 0, sehingga didapat persekitan dari b yaitu 
𝑁𝑟(𝑏) = (𝑏 − 𝑟, 𝑏 + 𝑟).  
𝑁𝑟(𝑏) ∩ 𝐴 − {𝑏} = (𝑏 − 𝑟, 𝑏 + 𝑟)  ∩ [𝑎, 𝑏) − {𝑏}  ≠ ∅ , 
sehingga benar bahwa b adalah titik limit dari himpunan 𝐴. 
 
Definisi 2.5.6. ( Himpunan Tertutup ) Misalkan 𝐸 adalah himpunan 
bagian dari ℝ. Himpunan 𝐸 dikatakan himpunan tertutup jika setiap 
titik limitnya berada di 𝐸. 
 
Contoh 2.5.7. Beberapa contoh himpunan tertutup dan bukan 
himpunan tertutup 
1. Himpunan 𝐸 = [𝑎, 𝑏] merupakan himpunan tertutup karena setiap 
titik limitnya berada di 𝐸. 
2. Himpunan 𝐹 = (𝑎, 𝑏] dan 𝐺 = [𝑎, 𝑏) bukan himpunan tertutup 
karena pada 𝐹 titik 𝑎 merupakan titik limit namun bukan anggota 
dari 𝐹, sama halnya dengan himpunan 𝐺 salah satu titik limitnya 
bukan anggota dari 𝐺. 
 
Definisi 2.5.8. ( Himpunan Konveks ) Himpunan 𝑈 ⊂ ℝ𝑛  dikatakan 
himpunan konveks jika setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 maka 𝑧 = 𝜃𝑥 + (1 − 𝜃)𝑦,




Contoh 2.5.9. Buktikan bahwa 𝑆 = 𝑥; |𝑥| ≤ 1}, adalah himpunan 
konveks. 
Bukti : Andaikan 𝑆 adalah himpunan konveks maka harus terpenuhi 
 
𝜃𝑥 + (1 − 𝜃)𝑦 ∈ 𝑆 atau |𝜃𝑥 + (1 − 𝜃)𝑦| ≤ 1. 
 
Ambil sebarang 𝜃 ∈ [0,1] dan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 maka |𝑥| ≤ 1,  |𝑦| ≤ 1, 
dengan menggunakan ketaksamaan segitiga didapat 
 
|𝜃𝑥 + (1 − 𝜃)𝑦| ≤ |𝜃𝑥| + |(1 − 𝜃)𝑦| 
= 𝜃|𝑥| + (1 − 𝜃)|𝑦| 
≤ 𝜃. 1 + (1 − 𝜃). 1 
= 𝜃 + (1 − 𝜃) 
= 1 
∴ |𝜃𝑥 + (1 − 𝜃)𝑦| ≤ 1, 
 
sehingga terbukti bahwa 𝜃𝑥 + (1 − 𝜃)𝑦 ∈ 𝑆. Jadi 𝑆 = {𝑥; |𝑥| ≤ 1} 
merupakan himpunan konveks. 
 
Definisi 2.5.10. (Fungsi Konveks) Fungsi 𝑓(𝑥) dikatakan konveks 
pada interval 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, jika setiap 0 ≤ 𝜃 ≤ 1 dan 𝑎 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑏 
berlaku 
𝑓(𝑥1𝜃 + (1 − 𝜃)𝑥2) ≤ 𝜃𝑓(𝑥1) + (1 − 𝜃)𝑓(𝑥2). 
Contoh 2.5.11. Diberikan fungsi 𝑓(𝑥) =  𝑥2 pada interval [0,1]. 
Buktikan bahwa 𝑓(𝑥) adalah fungsi konveks. 
Bukti  : Andaikan 𝑓(𝑥) adalah fungsi konveks maka harus terpenuhi  
𝑓(𝑥1𝜃 + (1 − 𝜃)𝑥2) ≤ 𝜃𝑓(𝑥1) + (1 − 𝜃)𝑓(𝑥2), 
(𝑥1𝜃 + (1 − 𝜃)𝑥2)
2 ≤ 𝜃𝑥1
2 + (1 − 𝜃)𝑥2
2 , 
dengan 
(𝑥1𝜃 + (1 − 𝜃)𝑥2)
2 =  𝜃2𝑥1




2 + 2𝑥1𝑥2𝜃 − 2𝑥1𝑥2𝜃
















= (𝑥1𝜃 − 𝑥2𝜃)
2 + 2𝑥1𝑥2𝜃
2 − 2𝑥1𝑥2𝜃
2+ 2𝑥1𝑥2𝜃 + 𝑥2
2 − 2𝑥2
2𝜃 
= (𝑥1𝜃 − 𝑥2𝜃)
2 + 2𝑥1𝑥2𝜃 + 𝑥2
2 − 2𝑥2
2𝜃 
= (𝑥1𝜃 − 𝑥2𝜃)
2 + 𝑥2
2 − (2𝑥2







),                          (2.9) 
dan 
𝜃𝑥1
2 + (1 − 𝜃)𝑥2
2 =  𝜃𝑥1
2 + 𝑥2
2 − 𝜃𝑥2
2 .                                                 (2.10) 
Selanjutnya, ambil sebarang 𝜃 ∈  [0,1] dan 𝑥1, 𝑥2∈ [0,1] maka 
((𝑥1 − 𝑥2)𝜃)
2 ≤ 𝜃𝑥1






persamaan (2.9) menjadi sebagai berikut 
 (𝑥1𝜃 + (1 − 𝜃)𝑥2)













2 + (1 − 𝜃)𝑥2
2. 
Dengan demikian, terbukti bahwa 𝑓(𝑥) merupakan fungsi konveks.  
 
Selanjutkan dibahas kondisi eksistensi kontrol optimal, 
menurut Fleming dan Rishel (2012). Eksistensi kontrol optimal dapat 
dibuktikan  dengan teorema  berikut ini. 
 
Teorema 2.5.12. ( Eksistensi Kontrol Optimal ) Berdasarkan 
permasalahan fungsi tujuan pada (2.26) dan kendala (2.27), 𝑈 =
{𝑢𝑖
∗, 𝐿𝑒𝑏𝑒𝑠𝑔𝑢𝑒𝑚𝑒𝑎𝑠𝑢𝑟𝑒 ∶ 0 ≤ 𝑢𝑖
∗ ≤ 1, 𝑠𝑒𝑡𝑖𝑎𝑝 𝑡 ∈ [0, 𝑡]} solusi untuk 
persamaan (2.29) yang telah diberi kontrol dengan 𝑁(0) = 𝑁0,
𝑇(0) = 𝑇0 ,   𝑀(0) =  𝑀0 ,  dan 𝐸(0) =  𝐸0, terdapat kontrol optimal 
𝑢𝑖
∗̅̅ ̅ seperti 𝑚𝑖𝑛𝑢𝑖
∗∈[0,1]𝐽1(𝑢𝑖
∗̅̅ ̅) = 𝐽1(𝑢𝑖
∗),  jika memenuhi kondisi 
sebagai berikut : 
a. Integran 𝑓 bukan himpunan kosong, 
b. Himpunan kontrol 𝑈 tertutup dan konveks, 
c. Setiap ruas kanan pada sistem dinamik kontinu terbatas oleh 
fungsi linear pada state dan kontrol optimal. 
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d. Integrand dari fungsi tujuan konveks pada 𝑈 dan dibatasi oleh 
batas bawah −𝑐2 + 𝑐1?̅?
2 dengan 𝑐𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2 dan ?̅? =
{𝑢1, 𝑢2} 
2.6 Metode Runge-Kutta Orde 4 
Metode Runge-Kutta orde 4 adalah teknik numerik yang 
digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa. Metode 
ini memberikan hasil ketelitian yang lebih besar dengan error 𝑂(ℎ4). 
Bentuk umum dari metode Runge-Kutta orde 4 sebagai berikut  
 
𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + 
ℎ
6
 ( 𝑘1 + 2 𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4), 
dengan 
 𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 














𝑘4 = 𝑓 ( 𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑘3ℎ). 
Persamaan tersebut menunjukkan bahwa nilai 𝑘 mempunyai 
hubungan beruntun. Nilai 𝑘1 digunakan untuk mencari nilai 𝑘2 
sedangkan 𝑘2 digunakan untuk mencari 𝑘3 dan seterusnya. Hubungan 
berurutan ini membuat Runge-Kutta efesien dalam perhitungan. 
 
(Chapra dan Canale, 2010) 
2.7 Metode Sweep Maju-Mundur 
Metode numerik yang dapat digunakan untuk masalah kontrol 
optimal salah satunya adalah metode Sweep Maju-Mundur. Metode ini 
menggunakan metode Runge-Kutta orde 4 karena memiliki ketelitian 
(ℎ4). Algoritma metode Sweep Maju-Mudur sebagai berikut.  
Langkah 1 : Membuat dugaan awal nilai untuk u pada suatu interval. 
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Langkah 2 : Menggunakan kodisi awal 𝑥(0) = 𝑥0 = 𝑎 dan nilai awal 
𝑢 untuk menyelesaikan persamaan state (2.12) dengan 
langkah maju metode Runge-Kutta orde 4. 
Langkah 3 : Menggunakan nilai transversal 𝜃 (𝑡1)=0 serta nilai 𝑢 dan 
𝑥 untuk menyelesaikan persamaan costate (2.22) dengan 
langkah mundur metode Runge-Kutta orde 4. 
Langkah 4 : Memperbarui nilai kontrol 𝑢 dengan mensubstitusikan 
nilai 𝑥 dan 𝜃 yang didapatkan dari langkah 2 dan 3 ke 
dalam persamaan karakteristik kontrol optimal 𝑢∗ (2.25). 
Langkah 5 : Memeriksa konvergensi. Jika nilai error dari variabel 
𝑁, 𝑇,𝑀, 𝐸, 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 , dan 𝜃4 pada iterasi saat ini dan 
iterasi sebelumnya sangat kecil, maka proses selesai. Jika 





HASIL DAN PEMBAHASAN 
Pada bab ini, dibahas formulasi model matematika kanker 
payudara dengan mempertimbangkan obat anti-kanker (𝑢1) dan diet  
ketogenik (𝑢2) sebagai kontrol. Untuk menyelesaikan kontrol 
optimal, pembahasan dalam skripsi menerapkan prinsip Minimum 
Pontryagin. Kemudian dilakukan penyelesaian numerik menggunakan 
metode Sweep Maju-Mundur untuk mengetahui penyelesaian numerik 
dan melihat ilustrasi model matematika kanker payudara dengan dan 
tanpa kontrol. 
3.1 Model Matematika Kanker Payudara dengan Kontrol 
Pada bab sebelumnya telah dibahas model matematika kanker 
payudara yang sederhana, sedangkan model matematika pada skripsi 
ini akan dibahas model matematika kanker payudara yang diberikan 
pengobatan dan diet sebagai kontrol untuk meminimalkan penyakit 
kanker payudara. Sel normal yang terdapat dalam tubuh dijaga diatas 
ambang batas 0 ≤ 𝑡 ≤  𝑡1. Di sisi lain, tujuan pengontrolan adalah 
untuk mengurangi ukuran tumor yang menunjukkan tingkat penyakit 
dalam tubuh dengan keadaan tersebut diperlukan obat anti-kanker 
sebanyak mungkin, dimana obat anti-kanker ini membantu 
menurunkan kadar estrogen dalam tubuh. Tetapi, keadaan itupun 
harus meminimalkan biaya yang didasarkan pada jumlah obat anti-
kanker, karena konsentrasi obat yang besar dapat berbahaya dan 
menyebabkan efek samping. Singkatnya, dosis obat diminimalkan 
karena semakin kecil dosisnya, semakin baik. Diet kategonik sendiri 
diperlukan untuk menahan sel kanker meningkat karena diet kategonik 
akan membantu untuk menurunkan kadar glukosa sebagai makanan 
sel kanker tersebut. Sehingga didapat fungsi tujuan sebagai berikut 
 















dengan model matematika kanker payudara pada persamaan (2.29) 




= 𝑁𝛼1 − 𝜇1𝑁
2 − 𝜙1𝑁𝑇 − ( 1 − 𝑢1 )𝜆1𝑁𝐸,          
𝑑𝑇
𝑑𝑡
= 𝑇(𝛼2(1 − 𝑢2) −  𝜇2T − 𝛾2𝑀− 𝜇5) + ( 1 − 𝑢1 )𝜆1𝑁𝐸,     
𝑑𝑀
𝑑𝑡
= 𝑠𝛽 + 
𝜌𝑀𝑇
𝜔 + 𝑇






= ( 1 − 𝑢1)𝜀 − 𝜇4𝐸 , 
 (3.2) 
 
dengan obat anti-kanker menggantikan parameter 𝑘 dengan variabel 
𝑢1 dan diet kategonik menggantikan parameter 𝑑 dengan 1 − 𝑢2 . 
Parameter 𝑑 digantikan oleh 1 − 𝑢2 disebabkan, jika nilai 𝑢2 = 1 atau 
diet kategonik dalam keadaan maksimal diharapkan laju pertumbuhan 
pada sel tumor akan hilang. Jika nilai 𝑢2 = 0 atau sudah tidak 
diperlukan diet dalam pengobatan, maka laju pertumbuhan tumor akan 
tetap ada akibat tidak ada yang menekan laju pertumbuhan alami sel 
tumor dalam tubuh. 
3.2 Eksistensi Kontrol Optimal 
Sebelum membahas eksistensi kontrol optimal, terlebih dahulu 
dibuktikan bahwa 𝑈 adalah ukuran Lebesgue untuk memastikan 𝑈 




∗, 𝐿𝑒𝑏𝑒𝑠𝑔𝑢𝑒𝑚𝑒𝑎𝑠𝑢𝑟𝑒 ∶ 0 ≤ 𝑢𝑖
∗ ≤ 1, 𝑖 = 1,2}, 
 
pada definisi 2.5.4. telah dijelaskan, bahwa jika untuk setiap 𝑈 ∈ 𝑀 
dan 𝑚(𝑈) = 𝑚∗(𝑈) dengan 𝑀 adalah koleksi semua himpunan 
terukur dalam ℝ maka 𝑈 disebut ukuran Lebesgue. Sehingga pastikan 





Himpunan 𝑈 jelas merupakan ukuran 𝑈 karena sesuai definisi 
bahwa himpunan 𝑈 akan selalu dipetakan kedalam himpunan bilangan 
real non-negatif yaitu [0,1], sehingga 𝑈 merupakan ukuran 𝑈 
( 𝑚(𝑈) ). Dalam sifat ukuran 𝑚(𝑈) = 𝑙(𝑈), dengan 𝑙(𝑈) adalah 
panjang dari interval 𝑈, dengan demikian didapat 
 
𝑚(𝑈) =  𝑙(𝑈) , 
𝑚(𝑈) = ( 1 − 0 ), 
𝑚(𝑈) = 1. 
 
Selanjutnya mencari ukuran luar 𝑈 (𝑚∗(𝑈)) menurut definisi 
𝑚∗(𝑈) = 𝑖𝑛𝑓 {∑𝑙(𝐼𝑖)
∞
𝑖=1





dengan himpunan 𝑈 = [0,1], diambil koleksi  
 












) = (−1,2), 
𝑙(𝐼11) = 2 − (−1) = 3 dan 𝐼1𝑖 = ∅, 𝑖 ≥ 2, sehingga 𝑈 ⊆  ⋃ 𝐼𝑖
∞
𝑖=1          
maka 𝑙(𝐽1) = ∑ 𝑙(𝐼1𝑖)
∞
𝑖=1 = 3 + 0 + 0 + 0+. . = 3. 
 



















) = 2 dan 𝐼2𝑖 = ∅, 𝑖 ≥ 2, sehingga  𝑈 ⊆  ⋃ 𝐼𝑖
∞
𝑖=1          
maka 𝑙(𝐽2) = ∑ 𝑙(𝐼2𝑖)
∞





























 dan 𝐼3𝑖 = ∅, untuk 𝑖 ≥ 2, sehingga 𝑈 ⊆
 ⋃ 𝐼𝑖
∞



































 dan 𝐼4𝑖 = ∅, untuk 𝑖 ≥ 2, sehingga 𝑈 ⊆
 ⋃ 𝐼𝑖
∞









dan seterusnya untuk nilai 𝐽 yang lain, sehingga didapat  









,… . . }, 
𝑚∗(𝑈)  = 1. 
Selanjutnya dibuktikan himpunan 𝑈 = [0,1] terukur jika untuk 
setiap 𝐴 ⊂ ℝ, berlaku 
𝑚∗(𝐴) = 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]) + 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]𝑐), 
karena 𝐴 = (𝐴 ∩ [0,1]) ∪ (𝐴 ∩ [0,1]𝑐) dan 𝑚∗ bersifat countable 
subadditivity, maka berlaku  
𝑚∗(𝐴) ≤ 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]) + 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]𝑐). 
Dibuktikan bahwa  𝑚∗(𝐴) ≥ 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]) + 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]𝑐). 
Kasus 1. Ambil sebarang 𝐴 sedemikian sehingga 
 
𝐴 ∩ [0,1] ⊆ A maka 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]) ≤ 𝑚∗(A), 




𝑚∗(A) + 𝑚∗(∅) ≥ 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]) +𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]𝑐) 
𝑚∗(𝐴) + 0 ≥ 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]) +𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]𝑐) 
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𝑚∗(𝐴) ≥ 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]) +𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]𝑐). 
 
Kasus 2. Ambil sebarang 𝐴 sedemikian sehingga 
 
𝐴 ∩ [0,1] ⊆ ∅ maka 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]) ≤ 𝑚∗(∅), 




𝑚∗(∅) + 𝑚∗(A) ≥ 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]) +𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]𝑐) 
0 +𝑚∗(𝐴) ≥ 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]) +𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]𝑐) 
𝑚∗(𝐴) ≥ 𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]) +𝑚∗(𝐴 ∩ [0,1]𝑐). 
 
Dari pembuktian diatas terbukti bahwa 𝑈 terukur dalam selang [0,1] 
sehingga 𝑈 ∈ 𝑀 dan 𝑚(𝑈) = 𝑚∗(𝑈) = 1. Dengan demikian, benar 
bahwa 𝑈 ukuran Lebesgue dan dapat diintegralkan. 
 
Selanjutnya, dilakukan identifikasi terhadap eksistensi kontrol 
optimal pada model matematika kanker payudara. Berikut ini adalah 
pembuktian model matematika kanker payudara berdasarkan teorema 
2.5.12. 
 
1) Integrand 𝑓 bukan himpunan kosong 
Secara umum, sistem didesain dengan adanya suatu kontrol 
supaya dapat mencapai tujuan yang diinginkan (fungsi objektif/ fungsi 
tujuan). Akan tetapi, jika kontrol itu kosong maka tidak ada tindakan 
pada sistem tersebut, dengan kata lain tujuan yang diinginkan sulit 
dicapai. Dimisalkan terdapat fungsi tujuan 
 













maka tujuan dari penelitian ini adalah memaksimumkan jumlah tumor 
dan estrogen, dengan semakin meningkatnya sel tumor dan estrogen 
maka penyakit kanker payudaya akan semakin ganas sehingga 
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pengobatan dan diet yang digunakan sebagai kontrol tidak perlu 
dilakukan. Hal tersebut kontradiksi, karena pada interval waktu [0, 𝑡1] 
terdapat tindakan pengendalian. dengan demikian terbukti seharusnya 
fungsi kontrol tidak kosong sedemikian sehingga 
 













yang menggambarkan tujuan yaitu mengontrol sel tumor dan estrogen 
dengan memberi pengobatan dan diet. 
2) Himpunan kontrol 𝑈 tertutup dan konveks 
Akibat syarat eksistensi (1) maka dapat dijamin bahwa kontrol 
tidak kosong, sehingga dapat dilakukan analisis mengenai sifat dari 
kontrol tersebut yaitu tertutup dan konveks. 
a. Himpunan kontrol U tertutup 
Menurut definisi 2.5.6 himpunan 𝑈 terbukti tertutup karena setiap 
titik limitnya merupakan anggota himpunan 𝑈. 
b. Himpunan kontrol U konveks 
Ambil sebarang 𝑢 dan 𝑢′ ∈ 𝑈, sesuai definisi akan dibuktikan 
bawah  𝑧 = 𝜃𝑢 + (1 − 𝜃)𝑢′ ∈ 𝑈 dimana 𝑈 ∈ [0,1]. Berdasarkan 
𝜃𝑢 ≤ 𝜃 dan (1 − 𝜃)𝑢′ ≤ (1 − 𝜃) maka, 
 
0 ≤ 𝜃𝑢 + (1 − 𝜃)𝑢′ ≤ 𝜃 + (1 − 𝜃) = 1. 
 
Oleh karena itu, 0 ≤ 𝜃𝑢 + (1 − 𝜃)𝑢′ ≤ 1 untuk setiap 𝑢, 𝑢′ ∈ 𝑈 
dan 𝜃 ∈ [0,1] , maka dapat ditunjukkan bahwa 𝑈 konveks.  
3) Setiap ruas kanan pada sistem dinamik kontinu terbatas oleh 
fungsi linear pada state dan kontrol optimal. 
Berdasarkan sistem persamaan state,  
𝑑𝑁
𝑑𝑡
= 𝑁𝛼1 − 𝜇1𝑁
2 − 𝜙1𝑁𝑇 − ( 1 − 𝑢1 )𝜆1𝑁𝐸,          
𝑑𝑇
𝑑𝑡





= 𝑠𝛽 + 
𝜌𝑀𝑇
𝜔 + 𝑇






= ( 1 − 𝑢1)𝜀 −  𝜇4𝐸 , 
 


















































































































































































































































































































































Oleh karena, nilai parameter dan nilai tiap variabel selalu positif 
untuk setiap 𝑡 maka dijamin ruas kiri sistem persamaan diatas selalu 










































































































𝑁′ ≤ |𝛼1𝑁|, 





𝐸′ ≤ |( 1 − 𝑢1 )𝜀|, 
 
dengan 𝑢1, 𝑢2 memiliki batas yaitu 0 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 1, 𝑖 = 1,2. 
4) Integrand dari fungsi tujuan konveks pada 𝑈 dan dibatasi oleh 
batas bawah −𝑐2 + 𝑐1?̅?
2 dengan 𝑐𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2 dan ?̅? = {𝑢1 , 𝑢2}. 
a. Integrand dari fungsi tujuan convex pada 𝑈 
Fungsi 𝐽(𝑢𝑖
∗) dikatakan konveks pada interval 0 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 1, 
berlaku 
 
𝐽(𝜃𝑢1 + (1 − 𝜃)𝑢2) ≤ (1 − 𝜃)𝐽(𝑢2) + 𝜃𝐽(𝑢1), 
 
ambil sebarang 𝑢, 𝑢′ ∈ [0,1] untuk setiap 𝜃 ∈ [0,1] dengan  
 
𝐽(𝑢𝑖










akan dibuktikan bahwa 
 
𝐽(𝜃𝑢 + (1 − 𝜃)𝑢′) ≤ 𝜃𝐽(𝑢) + (1 − 𝜃)𝐽(𝑢′), 
       untuk 
 
𝐽(𝜃𝑢 + (1 − 𝜃)𝑢′) 
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= 𝐴1𝑇 + 𝐴2𝐸 +
𝐴3
2
(𝜃𝑢 + (1 − 𝜃)𝑢′)2 +
𝐴4
2
(𝜃𝑢 + (1 − 𝜃)𝑢′)2 , 






) (𝜃𝑢 + (1 − 𝜃)𝑢′)2                                (3.3) 
 
     dan 
𝜃𝐽(𝑢) + (1 − 𝜃)𝐽(𝑢′)   
























) (𝜃𝑢2 + (1 − 𝜃)𝑢′2 ).                              (3.4) 
 
 
Persamaan (3.3) dan (3.4) memiliki bentuk persamaan yang hampir 
sama, dimana nilai dari persaman tersebut dipengaruhi oleh nilai 
(𝜃𝑢 + (1 − 𝜃)𝑢′)2 dan (𝜃𝑢2 + (1 − 𝜃)𝑢′2 ). Oleh karena itu, untuk 
membandingkan 𝐽(𝜃𝑢 + (1 − 𝜃)𝑢′)  ≤  𝜃𝐽(𝑢) + (1 − 𝜃)𝐽(𝑢′) hanya 
perlu dibuktikan nilai dari  
 
(𝜃𝑢 + (1 − 𝜃)𝑢′)2 ≤ 𝜃𝑢2 + (1 − 𝜃)𝑢′2 , 
 
dengan 
(𝑢𝜃 + (1 − 𝜃)𝑢′)2 =  (𝑢𝜃)2 + 2𝑢𝜃. (1 − 𝜃)𝑢′ + (1− 𝜃)2𝑢′
2
 
= (𝑢𝜃)2 + 2𝑢𝑢′𝜃 − 2𝑢𝑢′𝜃2+ (1 − 2𝜃 + 𝜃2)𝑢′
2
 


























𝜃 − 2𝑢𝑢′𝜃) 







),                          (3.5) 
dan 




 .                                              (3.6) 
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Dari persamaan (3.5) dan (3.6) dengan mengambil sebarang 𝜃 ∈  [0,1] 




)) ≤ (−𝜃𝑢′2), sehingga didapat  




≤ 𝜃𝑢2 + 𝑢′2 − 𝜃𝑢′2 . 
= 𝜃𝑢2 + (1 − 𝜃)𝑢′2. 
Dengan demikian, terbukti bahwa 𝐽(𝑢𝑖
∗)  merupakan fungsi konveks.  
 
b. Integrand dari fungsi tujuan dibatasi oleh batas bawah −𝑐2 +
𝑐1?̅?
2 dengan 𝑐𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2 dan ?̅? = {𝑢1, 𝑢2}. 
Misalkan terdapat 𝑐1 >
𝜖
2
 dan mengingat bahwa 𝑇(𝑡) dan 𝐸(𝑡) 
terbatas pada selang [0, 𝑡1]. Oleh sebab itu  
 















?̅?2 sebagai batas bawah. 
Berdasarkan pembuktian tersebut, terbukti bahwa kontrol 
optimal pada model kanker payudara dapat dijamin eksistensinya 
karena terdapat kontrol yang dapat meminimalkan fungsi tujuan yang 
diinginkan. 
3.3 Penyelesaian Kontrol Optimal 
 
Telah dibahas dalam subbab sebelumnya fungsi tujuan dalam 
skripsi ini yang digunakan adalah sebagai berikut 
 













dengan 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 adalah konstanta penyeimbang fungsi tujuan, 
𝑡1 adalah waktu akhir serta 𝑢1 dan 𝑢2 adalah kontrol yang 
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diminimumkan. Selanjutnya, untuk mencari nilai yang optimal dari 𝑢1 
dan 𝑢2 sehingga mendapatkan  (𝑢1
∗(𝑡), 𝑢2








Ω = { 𝑢1(t), 𝑢2(t): 0 ≤  𝑢1(t) ≤ 𝑢1𝑚𝑎𝑥 , 0 ≤  𝑢2(t) ≤ 𝑢2𝑚𝑎𝑥  
dengan 𝑡 ∈ [0, 𝑡1] 
3.3.1 Fungsi Hamilton 
 
Langkah pertama untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal 
adalah membentuk fungsi Hamilton. Dalam prinsip Minimum 
Pontryagin, Hamilton dibentuk berdasarkan fungsi tujuan dan 
persamaan state sebagai berikut 
𝐻 = 𝐻(𝑡, ?⃗?, ?⃗⃗?, 𝜃 ), 
 


























 +𝜃1(𝑁𝛼1 − 𝜇1𝑁
2 − 𝜙1𝑁𝑇 − ( 1 − 𝑢1 )𝜆1𝑁𝐸) 
 +𝜃2(𝑇(𝛼2(1 − 𝑢2) − 𝜇2T − 𝛾2𝑀 − 𝜇5) + ( 1 − 𝑢1 )𝜆1𝑁𝐸) 
 
+𝜃3 (𝑠𝛽 + 
𝜌𝑀𝑇
𝜔 + 𝑇




 +𝜃4(( 1 − 𝑢1)𝜀− 𝜇4𝐸 ). 
 (3.3) 
3.3.2 Persamaan State 
Berdasarkan prinsip minimum Pontryagin, persamaan state 
adalah turunan fungsi Hamilton sistem persamaan (3.3) terhadap 









= 𝑁𝛼1 − 𝜇1𝑁












= 𝑠𝛽 + 
𝜌𝑀𝑇
𝜔 + 𝑇









= ( 1 − 𝑢1)𝜀− 𝜇4𝐸 , 
       (3.4) 
dengan kondisi awal 𝑁(0) = 𝑁0,  𝑇(0) = 𝑇0 ,  𝑀(0) =  𝑀0 , dan 
𝐸(0) = 𝐸0. 
3.3.3 Persamaan Costate 
Persamaan costate dan kondisi transversal merupakan 
komponen dalam prinsip Minimum Pontryagin. Persamaan costate 
dapat diperoleh dari turunan fungsi Hamilton (3.3) terhadap 𝑁, 𝑇,𝑀, 







= −[𝜃1(𝛼1 − 𝜇1N − 𝜙1𝑇 − ( 1 − 𝑢1 )𝜆1𝐸) + 𝜃2(( 1 − 𝑢1 )𝜆1𝐸)], 





























= −[−𝜃2𝛾2𝑇+𝜃3 ( 
𝜌𝑇
𝜔+𝑇




=  𝜃2𝛾2𝑇−𝜃3 ( 
𝜌𝑇
𝜔+𝑇




















dengan kondisi transversal 𝜃1(𝑡1) = 𝜃2(𝑡1) = 𝜃3(𝑡1) = 𝜃4(𝑡1) = 0. 
 
3.3.4 Kondisi Stasioner 
Kontrol yang optimal diperoleh jika 
𝜕𝐻
𝜕𝑢1




Kondisi tersebut disebut kondisi stasioner. Kontrol yang optimal 
dimisalkan 𝑢 1
∗(𝑡) dan 𝑢 2




    = 0, 
𝜕𝐻
𝜕𝑢1
    = 𝐴3𝑢1(𝑡) + 𝑁𝐸𝜆1𝜃1 − 𝜃2𝑁𝐸𝜆1 +
𝜆3𝑀𝐸𝜃3
𝑔+𝐸
− 𝜃4𝜖 = 0, 
𝑢 1
∗(𝑡) = 
(−𝑁𝐸𝜆1𝜃1 + 𝜃2𝑁𝐸𝜆1 −
𝜆3𝑀𝐸𝜃3



















Variabel kontrol pada model matematika kanker payudara 
dengan pengobatan dan diet didefinisikan dengan 0 ≤  𝑢1(t) ≤ 𝑢1𝑚𝑎𝑥 , 










0,                                                                                                    𝑢 1
∗(𝑡) < 0,
0 ≤





≤ 1, 0 ≤ 𝑢 1
∗(𝑡) ≤ 1,
1,                                                                                                   𝑢 1
∗(𝑡) > 0,
 













≤ 1,                                 0 ≤ 𝑢 2
∗(𝑡) ≤ 1,
1,                                                                         𝑢 2
∗(𝑡) > 0.
                   
(3.6) 
 
Kontrol optimal 𝑢 1
∗(𝑡) dan 𝑢 2
∗(𝑡) persamaan (3.5) dan (3.6) juga 




(−𝑁𝐸𝜆1𝜃1 + 𝜃2𝑁𝐸𝜆1 −
𝜆3𝑀𝐸𝜃3
𝑔 + 𝐸 + 𝜃4𝜀
)
𝐴3




∗ = 𝑚𝑖𝑛(𝑚𝑎𝑥 (0,
(𝜃2𝑇𝛼2)
𝐴4




Sistem yang optimal diperoleh dengan mensubstitusikan (3.7) dan 
(3.8) dalam sistem persamaan state dan persamaan costate sehingga 







= 𝑁𝛼1 − 𝜇1𝑁
2 − 𝜙1𝑁𝑇 − ( 1 − 𝑢1






= 𝑇(𝛼2(1 − 𝑢2
∗  ) −  𝜇2T − 𝛾2𝑀− 𝜇5) + ( 1 − 𝑢1






= 𝑠𝛽 + 
𝜌𝑀𝑇
𝜔 + 𝑇










= ( 1 − 𝑢1
∗  )𝜀 − 𝜇4𝐸 , 
𝑑𝜃1
𝑑𝑁
= 𝜃1(𝜇1N− 𝛼1 + 𝜙1𝑇 + ( 1 − 𝑢1
∗   )𝜆1𝐸) − 𝜃2(( 1 − 𝑢1
∗   )𝜆1𝐸), 
𝑑𝜃2
𝑑𝑇
= −𝐴1 + 𝜃1𝜙1𝑁 − 𝜃2(𝛼2(1 − 𝑢2







=  𝜃2𝛾2𝑇−𝜃3 ( 
𝜌𝑇
𝜔 + 𝑇







= −𝐴2 − (( 1 − 𝑢1







3.4 Penyelesaian Numerik  
Hasil penyelesaian numerik dari penyelesaian optimal diperoleh 
menggunakan metode Sweep Maju-Mundur dengan bantuan software 
MATLAB 2014. Pada metode ini, dilakukan diskritisasi interval 
[0, 𝑡1] di titik-titik 𝑡𝑖 = 𝑡0 + 𝑖ℎ dengan 𝑖 = 1,2,3, …𝑛 dan 
ℎ merupakan ukuran langkah waktu. Variabel yang digunakan adalah 
𝑁, 𝑇,𝑀, 𝐸, 𝑢1, 𝑢2 , 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 , dan 𝜃4 . Kemudian pada setiap node, 
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variabel tersebut dinyatakan sebagai 𝑁(𝑖), 𝑇(𝑖), 𝑀(𝑖), 𝐸(𝑖), 𝑢1(𝑖),
𝑢2(𝑖), 𝜃1(𝑖), 𝜃2(𝑖), 𝜃3(𝑖), dan 𝜃4(𝑖). 
Nilai hampiran variabel state 𝑁, 𝑇,𝑀, 𝐸 didekati dengan metode 
Runge-Kutta orde 4 maju dengan nilai awal 𝑁(0) = 𝑁0, 𝑇(0) = 𝑇0,
𝑀(0) = 𝑀0 , 𝐸(0) = 𝐸0, sedangkan variabel costate didekati dengan 
metode Runge-Kutta orde 4 undur dengan nilai akhir 𝜃1(𝑡1) =
𝜃2(𝑡1) = 𝜃3(𝑡1) = 𝜃4(𝑡1) = 0.  
Langkah-langkah algoritma metode Sweep Maju Mundur 
dijelaskan sebagai berikut. 
 
Langkah 1 
Membuat dugaan nilai awal untuk 𝑁,𝑁𝑜𝑙𝑑 , 𝑇, 𝑇𝑜𝑙𝑑 , 𝑀, 𝑀𝑜𝑙𝑑 , 𝐸,
𝐸𝑜𝑙𝑑 , 𝑢1, 𝑢1𝑜𝑙𝑑 ,  𝑢2, 𝑢2𝑜𝑙𝑑 , 𝜃1 , 𝜃1𝑜𝑙𝑑 , 𝜃2 , 𝜃2𝑜𝑙𝑑 , 𝜃3 , 𝜃3𝑜𝑙𝑑 , 𝜃4 dan 
𝜃4𝑜𝑙𝑑 . Kemudian mengganti nilai variabel 𝑁𝑜𝑙𝑑 , 𝑇𝑜𝑙𝑑 ,
𝑀𝑜𝑙𝑑 ,  𝐸𝑜𝑙𝑑 ,   𝑢1𝑜𝑙𝑑 , 𝑢2𝑜𝑙𝑑 ,  𝜃1𝑜𝑙𝑑 , 𝜃2𝑜𝑙𝑑 , 𝜃3𝑜𝑙𝑑 ,  dan 𝜃4𝑜𝑙𝑑  dengan 𝑁,
𝑇, 𝑀, 𝐸, 𝑢1 ,  𝑢2 ,  𝜃1, 𝜃2 , 𝜃3,  dan 𝜃4. 
 
Langkah 2 
Menggunakan kondisi awal 𝑁(0) = 𝑁0, 𝑇(0) = 𝑇0, 𝑀(0) = 𝑀0,
𝐸(0) = 𝐸0, 𝑢1(𝑡),  𝑢2(𝑡)  untuk menyelesaikan persamaan state 
𝑁, 𝑇,𝑀, 𝐸 dengan metode Runge-Kutta orde 4 langkah maju. 
 
Langkah 3 
Menggunakan kondisi transversal nilai akhir 𝜃1(𝑡1) = 𝜃2(𝑡1) =
𝜃3(𝑡1) = 𝜃4(𝑡1) = 0 serta nilai 𝑁, 𝑇,𝑀, 𝐸, 𝑢1(𝑡),  𝑢2(𝑡) untuk 




Memperbarui minali kontrol 𝑢1(𝑡),    𝑢2(𝑡)  dengan memasukan nilai  







Jika nilai error pada variabel state, costate, dan kontrol dari iterasi saat 
ini dengan sebelumnya lebih kecil dari 10−4 maka cetak nilai-nilaisaat 
ini,namun jika nilai error lebih besar dari dari 10−4 , maka proses 
kembali ke langkah 2. 
 
Penyelesaian numerik dilakukan untuk memberi gambaran dari 
pengaruh pemberian kontrol pengobatan ( 𝑢1) dan diet ( 𝑢2) terhadap 
model matematika kanker payudara. Penyelesaian numerik dilakukan 
pada waktu 𝑡0 = 0 hingga waktu akhir 𝑡1 = 100 hari dengan ℎ = 0.1. 
Kondisi awal yang digunakan  𝑁(0) = 2000, 𝑇(0) = 800, 𝑀(0) =
500, dan 𝐸(0) = 20. Pada penyelesaian numerik ini digunakan nilai 
parameter yang ditentukan melalui metode trial and error  dengan 
satuan ( /hari) yang tertera pada Tabel 3.1 berikut ini. 
 
Tabel 3.1. Parameter untuk Model Matematika Kanker Payudara 
𝛼1 = 0.7 𝜇5 = 0.235 
𝛼2 = 0.5 𝜙1 = 6 x 10
-6 
𝜇1 = 0.3 x 10
-4 𝛾2 = 0.75 x 10
-6 
𝜇2 = 0.01 𝛾3 = 0.001 
𝜇3 = 0.29 x 10
-3 𝑠 = 0.01 
𝜇4 = 0.05 𝜀 = 3.754 
𝛽 = 0.2 𝑑 = 0.6 
𝑔 = 0.001 𝑘 = 0.6 
𝜆1 = 0.3 𝜌 = 0.02 
𝜆3 = 0.002 x 10
-4 𝜔 = 0.3 x 10-4 
 
Sebelum dilakukan penyelesaian numerik, parameter tersebut 
digunakan untuk mengetahui nilai 𝑅0 pada model penyebaran 
penyakit sel tumor dalam tubuh. Agar model tersebut dapat dikontrol, 
nilai  𝑅0  harus memenuhi syarat yaitu lebih dari satu (𝑅0 > 1). 
Setelah menyubstitusikan parameter pada Tabel 3.1. kedalam 
persamaan (2.28) didapat nilai 𝑅0 = 1.13403. Hal ini menunjukkan 
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( a ) 
bahwa sel tumor dalam tubuh pada model matematika kanker 
payudara tersebut mengalami penyebaran, sehingga model tersebut 
perlu dikontrol. 
 Berdasarkan parameter pada Tabel 3.1 didapat titik endemik 
sesuai persamaan (2.27) yaitu 𝑃 = ( 0;  6.5112; 0.00028; 29.96 ). 
Hasil simulasi numerik yang ditunjukkan pada Gambar 3.1, Gambar 
3.3 dan Gambar 3.5 terlihat saat model tanpa kontrol sel normal stabil 
menuju 𝑁 = 0, sel tumor stabil menuju 𝑇 = 6.5112, sistem imun 
stabil menuju 𝑀 = 0.00028, dan hormon estrogen stabil menuju 𝐸 =
29.96. Strategi penyelesian kontrol optimal yang digunakan pada 
skripsi ini terbagi menjadi tiga yaitu penyelesaian I hanya 
menggunakan obat anti-kanker 𝑢1(𝑡), penyelesaian II hanya 
menggunakan diet kategonik 𝑢2(𝑡) serta penyelesaian III 
menggunakan obat anti-kanker 𝑢1(𝑡) dan diet kategonik 𝑢2(𝑡).   
3.4.1 Penyelesaian I ( Kontrol Obat Anti-kanker )  
Pada penyelesaian I diterapkan sebuah kontrol yaitu pengobatan 
dengan obat anti-kanker (𝑢1(𝑡)) tanpa diet ketagonik (𝑢2(𝑡)) dengan 
batas 0 ≤ 𝑢1(𝑡) ≤ 1 dan nilai (1 − 𝑢2(𝑡)) = 0.6. Nilai (1 − 𝑢2(𝑡)) 
dianggap sebagai nilai variabel diet ketagonik yaitu 𝑑.  Hasil 













( c ) 
( b ) 
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Gambar 3.1(a) menunjukkan grafik subpopulasi sel normal. 
Sebelum diberi kontrol sel normal menunjukkan penurunan, hingga 
pada saat 𝑡 = 4 sel normal stabil dengan nilai 𝑁 = 0. Setelah diberi 
kontrol, saat 𝑡 = 1 sel normal terus meningkat hingga pada saat 𝑡 =
15 nilai sel normal stabil pada 𝑁 = 23320. 
Gambar 3.1(b) menunjukkan grafik subpopulasi sel tumor. 
Sebelum diberi kontrol, jumlah sel tumor mengalami penurunan 
hingga pada saat 𝑡 = 40 sel tumor mendekati nilai stabil yaitu 𝑇 =
6.5112. Setelah diberi kontrol, terlihat bahwa nilai T menurun 
walaupun tidak signifikan yaitu 𝑇 =  6.5099, sehingga obat anti-
kanker yang diberikan memiliki pengaruh terhadap pergerakan sel 
tumor. 
Gambar 3.1(c) menunjukkan grafik subpopulasi sistem imun. 
Sebelum diberi kontrol sistem imun terus menurun hingga pada saat 
𝑡 = 2 sistem imun mencapai nilai yang stabil yaitu 𝑀 = 0.00028. 
Setelah diberi kontrol, terlihat bahwa nilai M meningkat walaupun 
tidak signifikan yaitu nilai 𝑀 mencapai 0.045, sehingga obat anti-
( d ) 
Gambar 3.1. Dinamika Model Matematika Kanker Payudara dengan 
Kontrol Pengobatan Obat Anti-Kanker (𝑢1) 
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kanker yang diberikan memiliki pengaruh terhadap pergerakan sistem 
imun. 
Gambar 3.1(d) menunjukkan grafik subpopulasi hormon 
estrogen. Sebelum diberi kontrol, jumlah hormon terus meningkat 
hingga saat 𝑡 = 100 hormon estrogen mencapai nilai 𝐸 = 29.96. 
Setelah diberi kontrol, hormon estrogen terus menurun hingga akhir 
dan pada saat 𝑡 = 95 jumlah hormon estrogen mencapai nilai yang 
stabil yaitu 𝐸 = 0.15. 
Gambar 3.1 memperlihatkan bahwa pengobatan menggunakan 
obat anti-kanker sangat berpengaruh pada seluruh nilai subpopulasi 
sel, tetapi yang paling signifikan terlihat pada jumlah sel normal dan 
hormon estrogen ini merupakan bukti dari fungsi obat anti-kanker 
tersebut untuk menurunkan kadar estrogen pada tubuh, sehingga kadar 
estrogen menurun menahan sel tumor berkembang dan sel normal 
dapat berkembang lebih baik. Dalam profil kontrol obat anti-kanker 
pada Gambar 3.2 terlihat bahwa mulai dari 𝑡 = 0 hingga 𝑡 = 99 nilai 
𝑢1 terus diambang maksimal yaitu 1, dengan arti pengobatan 
dilakukan secara maksimal selama 99 hari, hingga akhirnya pada 𝑡 =
100 nilai 𝑢1 = 0.  
 
Gambar 3.2 Profil Kontrol Pengobatan Anti-Kanker ( 𝑢1(𝑡) ) 
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3.4.2 Penyelesaian II ( Kontrol Diet Kategonik ) 
Pada penyelesaian II  diterapkan kontrol dengan diet ketagonik 
(𝑢2(𝑡)) tanpa obat anti-kanker (𝑢1(𝑡)) dengan batas 0 ≤ 𝑢2(𝑡) ≤ 1 
dan nilai (1 − 𝑢1(𝑡)) = 0.4 dengan menganggap nilai variabel 𝑢1(𝑡) 
adalah obat anti-kanker 𝑘.  Hasil penyelesaian numerik dapat dilihat 
pada Gambar 3.3.  
 
( a ) 
( b ) 
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Gambar 3.3(a) menunjukkan grafik subpopulasi sel normal. 
Sebelum diberi kontrol sel normal menunjukkan penurunan, hingga m 
pada saat 𝑡 = 4 sel normal stabil dengan 𝑁 = 0. Setelah diberi kontrol, 
saat 𝑡 = 1 sel normal terus meningkat hingga pada saat 𝑡 = 15 nilai 
sel normal stabil pada 𝑁 = 23320. 
( d ) 
Gambar 3.3. Dinamika Model Matematika Kanker Payudara dengan 
Kontrol Pengobatan Diet Kategonik (𝑢2) 
( c ) 
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Gambar 3.3(b) menunjukkan grafik subpopulasi sel tumor. 
Sebelum diberi kontrol, jumlah sel tumor mengalami penurunan 
hingga pada saat 𝑡 = 40 sel tumor mendekati nilai stabil yaitu 𝑇 =
6.5112. Setelah diberi kontrol, terlihat bahwa sel tumor lebih tinggi 
dibandingkan tanpa kontrol, walaupun di awal saat 𝑡 = 5 sel tumor 
menurun lebih cepat, tetapi selanjutnya laju sel tumor kembali 
meningkat hingga saat waktu akhir sel tumor stabil dengan nilai 𝑇 =
27. 
Gambar 3.3(c) menunjukkan grafik subpopulasi sistem imun. 
Sebelum diberi kontrol sistem imun terus menurun hingga pada saat 
𝑡 = 2 sistem imun mencapai titik stabil yaitu 𝑀 = 0.00028. Setelah 
diberi kontrol, terlihat bahwa sistem imun mengalami penurunan 
walau tidak sigifikan yaitu stabil pada nilai 𝑀 = 0.00004.  
Gambar 3.3(d) menunjukkan grafik subpopulasi hormon 
estrogen. Sebelum diberi kontrol, jumlah hormon terus meningkat 
hingga saat 𝑡 = 100 hormon estrogen stabil dengan nilai 𝐸 = 29.96. 
Setelah diberi kontrol, terlihat bahwa tidak ada perubahan dalam 













Gambar 3.4. Profil Kontrol Pengobatan Diet Kategonik ( 𝑢2(𝑡) ) 
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Gambar 3.3. memperlihatkan bahwa menggunakan diet 
kategonik hanya berpengaruh untuk laju dari sel tumor, hal ini sesuai 
dari fungsi diet kategonik yaitu untuk menekan laju pertumbuhan 
ukuran sel tumor. Dalam profil kontrol diet kategonik pada Gambar 
3.4 terlihat bahwa mulai dari 𝑡 = 0 hingga 𝑡 = 5 nilai 𝑢2 diambang 
maksimal yaitu 1, dengan arti diet dilakukan secara maksimal, tetapi 
kemudian nilai dari  𝑢2 terus menurun hingga akhirnya diet dihentikan 
hingga waktu akhir. Profil ini menunjukkan pengaruh diet kategonik 
pada sel tumor Gambar 3.3(b) dimana saat diet kategonik maksimal 
sel tumor juga memiliki penurunan yang lebih cepat, tetapi ketika diet 
kategonik dihentikan atau 𝑢2 = 0, sel tumor terlihat meningkat. 
 
3.4.3 Penyelesaian III ( Kontrol Obat Anti-kanker dan Diet 
Kategonik ) 
Pada penyelesaian III diterapkan kontrol pengobatan dengan 
obat anti-kanker (𝑢1(𝑡)) dan diet ketagonik (𝑢2(𝑡)) dengan batas 0 ≤


























( c ) 
( b ) 
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Gambar 3.5(a) menunjukkan grafik subpopulasi sel normal. 
Sebelum diberi kontrol sel normal menunjukkan penurunan, hingga 
pada saat 𝑡 = 4 sel normal stabil dengan 𝑁 = 0. Setelah diberi kontrol, 
saat 𝑡 = 1 sel normal terus meningkat hingga pada saat 𝑡 = 15 nilai 
sel normal stabil pada 𝑁 = 23320. 
Gambar 3.5(b) menunjukkan grafik subpopulasi sel tumor. 
Sebelum diberi kontrol, jumlah sel tumor mengalami penurunan 
hingga pada saat 𝑡 = 40 sel tumor mencapai nilai stabil yaitu 𝑇 =
6.5112. Setelah diberi kontrol, terlihat bahwa sel tumor terus menurun 
hingga waktu akhir sel tumor stabil dengan nilai 𝑇 = 0.00001. 
Gambar 3.5(c) menunjukkan grafik subpopulasi sistem imun. 
Sebelum diberi kontrol sistem imun terus menurun hingga pada saat 
𝑡 = 2 sistem imun mencapai titik stabil yaitu 𝑀 = 0.00028. Setelah 
diberi kontrol, terlihat bahwa grafik sistem imun terus meningkat 
hingga pada waktu akhir sistem imun mencapai 𝑀 = 73.25. 
( d ) 
Gambar 3.5. Dinamika Model Matematika Kanker Payudara dengan 
Kontrol Pengobatan Obat Anti-Kanker (𝑢1) dan Diet Kategonik (𝑢2) 
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Gambar 3.5(d) menunjukkan grafik subpopulasi hormon 
estrogen. Sebelum diberi kontrol, hormon estrogen terus meningkat 
hingga saat 𝑡 = 100 hormon estrogen mencapai titik stabil yaitu 𝐸 =
29.96. Setelah diberi kontrol, hormon estrogen terlihat terus menurun 













Gambar 3.6 Profil Kontrol Pengobatan Anti-Kanker ( 𝑢2(𝑡) ) dan 
Diet Kategonik ( 𝑢2(𝑡) ) 
Gambar 3.5 memperlihatkan pengaruh dari kontrol obat anti-
kanker dan diet kategonik berhasil mengecilkan ukuran tumor dan 
menurunkan kadar hormon estrogen. Hal ini, sesuai dengan tujuan dari 
adanya kontrol dengan obat anti-kanker dan juga diet kategonik. 
Dalam profil kontrol obat anti-kanker dan diet kategonik pada Gambar 
3.6 terlihat bahwa mulai dari 𝑡 = 0 hingga 𝑡 = 55 nilai 𝑢1 dan 𝑢2 
diambang maksimal yaitu 1, dengan arti pengunaan obat dan diet 
dilakukan secara maksimal. Namun, nilai dari 𝑢2 diturunkan hingga 
akhirnya 𝑢2 dihentikan saat waktu akhir. Berbeda dengan 𝑢1 yang 
terus maksimal hingga waktu akhir. Dengan demikian, diharapkan 
kontrol yang telah diberikan dapat mencapai nilai yang optimal dalam 
fungsi tujuan untuk pengobatan selama 100 hari.  
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Kontrol yang dilakukan dapat dikatakan optimal jika nilai 
fungsi tujuan bernilai paling minimum dalam jangka waktu selama 
100 hari. Melalui tiga strategi kontrol optimal yang dilakukan yaitu 
ketika menggunakan obat anti-kanker dengan fungsi tujuan 𝐽(𝑢1(𝑡)), 
menggunakan diet kategonik dengan fungsi tujuan 𝐽(𝑢2(𝑡) ), dan 
menggunakan kedua kontrol tersebut secara bersamaan dengan fungsi 
tujuan 𝐽(𝑢1(𝑡) , 𝑢2(𝑡) ) dapat dibandingan ketiga kondisi fungsi 
tujuan tersebut, sehingga dapat terlihat nilai yang paling minimal 
untuk model kanker payudara tersebut. Pada Gambar 3.7. terlihat 
bahwa nilai 𝐽(𝑢1(𝑡) , 𝑢2(𝑡) )  memiliki nilai yang paling minimum, 
sehingga penerapan kontrol 𝑢1(𝑡)  dan 𝑢2(𝑡) secara bersamaan paling 
efektif untuk meminimalkan fungsi tujuan pada model matematika 
kanker payudara. Jika diurutkan dari ketiga strategi kontrol optimal 
tersebut, nilai fungsi tujuan yang paling minimum adalah 
𝐽(𝑢1(𝑡) , 𝑢2(𝑡) ) = 4,  𝐽(𝑢1(𝑡))=9.56 dan yang paling akhir adalah 
𝐽(𝑢2(𝑡)) = 32. 
Laju fungsi tujuan tersebut dapat dipengaruhi oleh nilai bobot 
yang terdapat pada fungsi tujuan. Dalam simulasi numerik yang 
ditunjukkan pada Gambar 3.8, 𝐴3  berperan sebagai bobot pada obat 
anti-kanker dan 𝐴4 sebagai bobot pada diet kategonik. Hasil yang 
diberikan menunjukkan, bahwa ketika nilai bobot 𝐴3 dan  𝐴4 memiliki 
Gambar 3.7 Profil Nilai Fungsi Tujuan dengan kontrol Obat Anti-




nilai yang tinggi akan menghasilkan nilai fungsi tujuan yang lebih 
tinggi dibandingkan nilai bobot yang rendah. Ketika nilai  𝐴3 > 𝐴4 
dan 𝐴3 < 𝐴4 menghasilkan nilai fungsi tujuan yang lebih tinggi 
dibandingkan ketika nilai  𝐴3 =  𝐴4. Dengan demikian, nilai bobot 



















4.1 Kesimpulan  
Dari pembahasan skripsi pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan 
hal-hal berikut:  
1. Model matematika kanker payudara dapat dikonstruksikan dengan 
kontrol obat anti-kanker dan diet kategonik. 
2. Kondisi eksistensi kontrol optimal pada model matematika kanker 
payudara telah terbukti eksis, sehingga kontrol yang digunakan 
yaitu obat anti-kanker dan diet kategonik dapat diterapkan pada 
model matematika kanker payudara untuk mendapatkan kontrol 
yang optimal. 
3. Masalah kontrol optimal model matematika kanker payudara 
diselesaikan dengan menggunakan penerapan prinsip Minimum 
Pontryagin.  
4. Penyelesaian numerik dilakukan dengan metode Sweep Maju-
Mundur menggunakan software MATLAB. Hal ini berbeda dengan 
yang dilakukan pada artikel Oke dkk. (2018) yang menggunakan 
metode Beda Hingga. Namun penyelesaian numerik yang 
diperoleh dari kedua metode tersebut mendekati nilai yang sama 
yaitu pemberian kontrol obat anti-kanker dan diet kategonik dapat 
menyebabkan memperkecil ukuran tumor pada penyakit kanker 
payudara, meningkatkan sel normal dan menurunkan hormon 
estrogen yang memacu perkembangan payudara.  
4.2 Saran  
Pada skripsi ini model matematika kanker payudara 
menggunakan dua kontrol. Untuk pembahasan selanjutnya kontrol 
yang digunakan dalam skripsi ini lebih baiknya ditinjau kembali dan 
hal yang dapat dikembangkan yaitu menambahkan beberapa kontrol 
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Lampiran 1 Program MATLAB Model Matematika Kanker 























%Jumlah Individu pada subpopulasi awal t=0 
N0=2000;  T0=800; M0=500 ; E0=20; 
%P0=N0+T0+M0+E0; 
  



















k=0.6; %diasumsikan yang terbaik 
d=0.6; %terbaik 
   
%bobot 





















































    %langkah 1 mengganti nilai lama dengan nilai 
yang baru 
    u1o=u1;u2o=u2; 
    No=N; To=T; Mo=M; Eo=E;  
    d1o=d1; d2o=d2; d3o=d3; d4o=d4; 
  
    %langkah 2 
    N(1)=N0; T(1)=T0; M(1)=M0; E(1)=E0;  
    J(it+1)=0; 
  
for i=1:n-1 %langkah maju 
    
    y=[N(i)  T(i)  M(i)  E(i)]; 



































miu5,p,ro,w,s,e,b,g);   




     
    y=y+(1/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4); 
  
    N(i+1)=y(1); 
    T(i+1)=y(2); 
    M(i+1)=y(3); 
    E(i+1)=y(4); 
      





 if it==0 
    figure(1) 
    plot(t,N,'b','lineWidth',2);  
    hold on; 
     
    figure(2) 
    plot(t,T,'b','lineWidth',2);  
    hold on; 
     
    figure(3) 
    plot(t,M,'b','lineWidth',2);  
    hold on; 
  
    figure(4) 
    plot(t,E,'b','lineWidth',2);  
    hold on; 





     
for i=1:n-1 
    j=n-i; 
     
    y=[d1(j+1)  d2(j+1)  d3(j+1)  d4(j+1)]; 























    j=n-i; 
     
    y=[d1(j+1)  d2(j+1)  d3(j+1)  d4(j+1)]; 
     



















     
y=y -(1/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4); 
     
    d1(j)=y(1); 
    d2(j)=y(2); 
    d3(j)=y(3); 
    d4(j)=y(4); 
     







u2(j)=min([temp2 u2max]);   























    eN=sum(abs(N-No)); 
    eT=sum(abs(T-To)); 
    eM=sum(abs(M-Mo)); 
    eE=sum(abs(E-Eo)); 
  
    ed1=sum(abs(d1-d1o)); 
    ed2=sum(abs(d2-d2o)); 
    ed3=sum(abs(d3-d3o)); 
    ed4=sum(abs(d4-d4o)); 
        
    eu1=sum(abs(u1-u1o)); 
    eu2=sum(abs(u2-u2o)); 
     
    tes=eN+eT+eM+eE+ed1+ed2+ed3+ed4+eu1+eu2; 
    it=it+1; 
     
    u1=(0.5*u1+0.5*u1o); 
    u2=(0.5*u2+0.5*u2o); 
     
end 
  




ylabel('N(t)dengan u_1 dan u_2 '); 





ylabel('T(t) dengan u_1 dan u_2 '); 





ylabel('M(t) dengan u_1 dan u_2 '); 


























ylabel('E(t) dengan u_1 dan u_2 '); 
legend('E tanpa Kontrol', 'E dengan Kontrol'); 
hold on; 











hold on;    
xlabel('Waktu (hari)'); 
legend('J(u_1,u_2)','J(u_1)','J(u_2)'); 










































dy=[x(1) x(2) x(3) x(4)];  
